
Ìåòîäû îïòèìèçàöèè

1 Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà (ìåòðè÷åñêèé âàðèàíò).

Çàäà÷à: Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë Jpuq ïî ìíîæåñòâó U � X, X � ìåòðè÷åñêîå.
J� � inf

uPU
Jpuq, Jpu�q � J�, U� � tu P U |Jpuq � J�u

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Jpuq íà U íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåâíûì ñíèçó (ñâåðõó), åñëè @un � U : ρpun, u0q Ñ
0ñ Jpu0q ¤ limnÑ8 Jpunq

�
Jpu0q ¥ limnÑ8 Jpunq

�
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tunu � U íàçûâàåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé, åñëè DJpunq Ñ J�

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tunu � U ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó K � U , åñëè inf
uPK

ρpun, uq Ñ 0

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ìåòðè÷åñêèé âàðèàíò)
Ïóñòü U - êîìïêàòíîå ìíîæåñòâî, Jpuq - ïîëóíåïðåðâíûé ñíèçó, òîãäà

1. J� ¡ �8
2. U� - íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

3. Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tunu ñõîäèòñÿ ê U�

2 Ñëàáûé âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å ìèíèìàçöèè
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà.

H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Jpuq íà U íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïîëóíåïðåâíûì ñíèçó (ñâåðõó), åñëè @un � U : un ã
u0 ñ Jpu0q ¤ limnÑ8 Jpunq

�
Jpu0q ¥ limnÑ8 Jpunq

�
Çàìå÷àíèå. Èç ñëàáîé ïîëóíåïðåðâûíîñòè ñëåäóåò ñèëüíàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tunu � H ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó K � H, åñëè ëþáàÿ ñëàáàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà tunu ïðèíàäëåæèò K.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U P H íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè @u, v P U, @α P r0, 1s : αu� p1� αqv P U .
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Jpuq íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì íà âûïóêëîì U , åñëè @u, v P U, @α P r0, 1s : Jpαu �
p1� αqvq ¤ αJpuq � p1� αqJpvq.
Ëåììà. Ïóñòü U - âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òîãäà U - ñëàáîêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ëåììà. Ïóñòü JpUq ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó è âûïóêëûé íà U , òîãäà îí ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó.

Òåîðåìà. (Ñëàáûé âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà)
Ïóñòü U � X - çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, Jpuq - âûïóêëûé è ïîëóíåïðåðûâíûé íà U ,
òîãäà

1. J� ¡ �8
2. U� - íåïóñòîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî

3. Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tunu ñëàáî ñõîäèòñÿ ê U�

Êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

Ôóíêèîíàë Jpuq � }Au� f}2F , A : H Ñ F - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, f P F . Èññëåäóåì åãî ñâîéñòâà:

1. Jpuq íåïðåðûâíûé â ñèëó íåïðåðûâíîñòè A è íåïðåðûâíîñòè íîðìû.

2. Ïðîâåðèì âûïóêëîñòü Jpuq: Jpαu�p1�αqvq � }A pαu� p1� αqvq� f}2 � }αpAu� fq� p1�αqpAv� fq}2 ¤
¤ p}αpAu� fq} � }p1� αqpAv � fq}q2 ¤ tx2âûïóêëàu ¤ |α|}pAu� fq}2 � |1� α|}Av � f}2

3. Ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó

4. Â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ò.ê. åñëè A � I, f � 0, òî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ñëàáîé ñõîäèìîñòè íå áóäåò.

5. Ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó, ò.ê. ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó è âûïóêëûé.
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3 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè òåðìèíàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî
êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé ñèñòåìû ÎÄÓ

Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó #
9xptq � Dptqxptq �Bptquptq � yptq, t P p0, T q
xp0q � x0

uptq - ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ
Ðàçìåðíîñòè: xptq : n� 1, Dptq : n� n, Bptq : n� r, uptq : r � 1, yptq : n� 1
Áàçîâî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Dptq, Bptq P L8p0, T q; u P L2p0, T q; x0 P Rn
Íàäî íàéòè ïàðó xptq P ACr0, T s, uptq P L2p0, T q. AC - àáîñëþòíàÿ íåïðåâíîñòü: 1) ï.â. íà r0, T s ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ; 2) âåðíà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì Çàäà÷è Êîøè ïî Êàðàòåîäîðè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ xptq P ACr0, 1s òàêàÿ, ÷òî
óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ï.â., à ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Îïðåäåëåíèå. Àëüòåðíàòèâíûì ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ xptq P ACr0, 1s òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå: xptq � x0 �
t³
0

rDptqxptq �Bptquptq � yptqs dt, @t P r0, T s

Òåîðåìà. Ïóñòü Dptq, Bptq P L8p0, T q, u, yptq P L2p0, T q òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå Çàäà÷è
Êîøè.

Òåîðåìà. (î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ÎÓ ëèíåéíîé ñèñòåìû)
Ïóñòü Dptq, Bptq P L8p0, T q, U - ñëàáûé êîìïàêò, òîãäà

1. J� ¡ �8
2. U� � H
3. Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tunu ñëàáî â L2p0, T q ñõîäèòñÿ ê U�

4 Ñóùåñòâîâàíèå ðååíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì íàãðåâå ñòåðæíÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à: $'''&
'''%
yt � yxx, x P p0, lq, t P p0, tq
yx|x�0 � 0

yx � y|x�l � uptq
y|t�0 � 0

Ðåøåíèå: y � ypt;xq. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë Jpuq �
l³
0

pypT, x, uq � fpxqq2 dx. Çíà÷åíèå èìåííî â t � T , òî åñòü

â êîíöå ïðîöåñññà. Ìèíèìèçèðóåì ýòîò ôóíêöèîíàë. Ïî ñóòè ypT, x, uq � Au, òîãäà Jpuq � }Au� f}2L2p0,lq
.

Ïóñòü ypt, xq - äâàæäû ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, à U - çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà. (î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è)
Ïóñòü U - ñëàáûé êîìïàêò â L2p0, T q, òîãäà

1. J� ¡ 8
2. U� � H
3. Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäèòñÿ ê U� â L2p0, T q.

5 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî Ôðåøå. Ïðèìåíåíèå ê êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöèîíàëó

Ïóñòü F : X Ñ Y , X,Y - áàíàõîâû.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A : X Ñ Y íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå îïåðàòîðà F â ò. x P X, åñëè
F px� hq � F pxq � Ah� op}h}Xq ïðè }h}X Ñ 0

Ëåììà. Ïðîèçâîäíàÿ ïî Ôðåøå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð F 2 íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå îò îïåðàòîðà F â ò. x P X, åñëè
F 1px� hq � F 1pxq � F 2h� op}h}Xq ïðè }h}x Ñ 0.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð F äèôôåðåíèöèðóåì íà ìíîæåñòâå U � X, åñëè îí îïðåäåë¼í íà ìíîæåñòâå M :
U �M è DF 1puq,@u P U .
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Ãðàäèåíò è Ãåññèàí

Ðàññìàòðèâàåì Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë F 1 íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà F , â ò. x P H, åñëè F px� hq � F pxq �
pF 1pxq, hq � op}x}Hq
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë F 2pxq íàçûâàåòñÿ ãåññèàíîì ôóíêöèîíàëà F , â ò. x P H, åñëè F 1px�hq�F 1pxq �
F 2pxqh� op}x}Hq

Íàéäåì ãðàäèåíò è ãåññèàí ôóíêöèîíàëà Jpuq � }Au� f}2F :
Jpu � hq � Jpuq � }Apu � hq � f}2 � }Au � f}2 � }pAu � fq � Ah}2 � }Au � f}2 � }Au � f}2 � }Ah}2 � 2pAu �
f,Ahq � }Au� f}2 � pAu� f,Ahq � }Ah}2. Ïîêàæåì, ÷òî }Ah}2 ¤ }A}2}h}2 � Op}h}2q � op}h}q.
Â èòîãå J 1puq � 2A�pAu� fq.
J 1pu� hq � J 1puq � 2A�Ah ñ J2puq � 2A�A.

6 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

Òåîðåìà. Ïóñòü U - âûïóêëîå ìíîæåñòâî â H, u� P U -ëîêàëüíûé ìèíèìóì Jpuq íà U è ñóùåñòâóåò J 1pu�q
ñ pJ 1pu�q, u� u�q ¥ 0, @u P U .
Òåîðåìà. Ïóñòü U - âûïóêëîå ìíîæåñòâî â H, u� P intU - ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ñóùåñòâóåò J 1pu�q ñ
pJ 1pu�q, u� u�q � 0, @u P U .
Ïðèìåð. Jpuq � u, u P r1, 2s � R. Ïîíÿòíî, ÷òî u� � 1, J� � 1, J 1puq � I,ñ pJ 1pu�q, u� u�q � p1, u� 1q ¥ 0
ò.ê. u P r1, 2s.
Ïðèìåð. Ñëîæíûé è íåïîíÿòíûé

7 Ãðàäèåíò òåðìèíàëüíîãî ãðàíè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó #
9xptq � Dptqxptq �Bptquptq, t P p0, T q
xp0q � 0

Ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð Auptq � xptq - ñîïîñòàâëÿåò ðåøåíèå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ. Ôóíêöèîíàë Jpuq � }Au�
f}2, J 1puq � 2A�pAu� fq. Íåîáõîäèìî íàéòè A�, ò.å. pAu, vq � pu,A�vq
Äîìíîæèì óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà ψptq è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî T
T³
0

pψptq, 9xptqqdt �
T³
0

pψptq, Dptqxptq �Bptquptqqdt

pψptq, xptqq|T0 �
T³
0

p 9ψptq, xptqqdt �
T³
0

pψptq, Auptqqdt

pψpT q, xpT qq �
T³
0

p 9ψptq, xptqqdt �
T³
0

pψptq, Auptqqdt, Ïîòðåáóåì vptq � ψptq

pv,Auq �
T³
0

p 9ψptq, xptqqdt�
T³
0

pψptq, Dptqxptq �Bptquptqqdt

pv,Auq �
T³
0

p 9ψptq, xptqqdt�
T³
0

�pDTψptq, xptqq � pBTψptq, uptqq� dt
pv,Auq �

T³
0

p 9ψptq �DTψptq, xptqqdt�
T³
0

pBT ptqψptq, uptqqdt, Ïîòðåáóåì 9ψptq �DTψptq � 0

Òîãäà pv,Auq �
T³
0

pBT ptqψptq, uptqqdtñ pA�vqptq � BT ptqψptq. ψptq îïðåäåëÿåòñÿ èç äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

#
9ψptq � �DT ptqψptq
ψptq � vptq

8 Ãðàäèåíò èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó #
9xptq � Dptqxptq �Bptquptq, t P p0, T q
xp0q � 0

JIpuq �
T³
0

|xpt;uq � fpxq|2dt, Au � xpt;uq, JIpuq � }Au� f}2L2
, J 1I � 2A�pAu� fq. Íàäî èñêàòü A�

Íàì ïîäîéä¼ò A�v � BTψpt; vq, ãäå #
9ψptq � �DT ptqψptq � vptq, t P p0, T q
ψpT q � 0
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Ïðîâåðèì ýòî: pAu, cqL2 �
T³
0

xpt;uqvptqdt �
T³
0

xpt;uq
�
� 9ψptq �DT ptqψptq

�
dt � �

T³
0

xpt;uq 9ψptqdt�
T³
0

xpt;uqDT ptqψptqdt �

� xpt;uqψptq|t�Tt�0 �
T³
0

9xpt;uqψptqdt�
T³
0

xpt;uqDT ptqψptqdt �
T³
0

rDptqxptq �Bptquptqsψptqdt�
T³
0

xpt;uqDT ptqψptqdt �

�
T³
0

Bptqψptquptqdt � puptq, BTψqL2

9 Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å î íàãðåâå ñòåðæíÿ

Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó $'''&
'''%
yt � yxx, x P p0, lq, t P p0, tq
yx|x�0 � 0

yx � y|x�l � uptq
y|t�0 � 0

Ðàññìîòðèì Ôóíêöèîíàë Jpuq �
l³
0

|ypT, x;uq � fpxq|2dx, Au � ypT, x;uq òîãäà Jpuq � }Au � f}2L2
, J 1puq �

2A�pAu� fq. Íóæíî íàéòè A�.
Óìíîæèì óðàâíåíèå íà ψpt, xq è ïðîèòíåãðèðóåì ïî Q � p0, T q � p0, lq.´
Q

ryxx � ytsψdtdx �
T³
0

�
l³
0

yxxψdx

�
dt �

l³
0

�
T³
0

ytψdt

�
dx � tÏî ÷àñòÿìu �

T³
0

�
yxψ|x�lx�0 � yψx|x�lx�0 �

l³
0

yψxxdx

�
dt �

l³
0

�
yψ|t�Tt�0 �

T³
0

yψtdt

�
dx �

T³
0

yxψ|x�lx�0dt�
T³
0

yψx|x�lx�0dt�
l³
0

yψ|t�Tt�0 dx�
´
Q

y pψxx � ψtq dtdx �
� tÒðåáóåì ψxx � ψt � 0 â Q è ψx|x�0 � 0, ìíîãî ÷òî îáíóëÿåòñÿ èç-çà ãðàíè÷íûõ óñëîâèéu �
�

T³
0

ryxpt, lqψpt, lqs dt�
T³
0

ypt, lqψxpt, lqdt�
l³
0

rypT, xqψpT, xqs dx �
T³
0

ruptq � ypt, lqsψpt, lqdt�
T³
0

ypt, lqψxpt, lqdt�pAu, vqL2 �

� pu, ψ|x�lqL2�
T³
0

rψpt, lq � ψxpt, lqs ypt, lqdt�pAu, vqL2 � tÏîòðåáîâàëè, ÷òîáû ψpT, xq � vpxq è pψx � ψq|x�l � 0u �

� pu, ψ|x�lqL2 � pAu, vqL2 � 0
Ïîëó÷èëè, ÷òî A�v � ψ|x�l, ãäå $'''&

'''%
ψt � �ψxx, x P p0, lq, t P p0, tq
ψx|x�0 � 0

ψx � ψ|x�l � 0

ψ|t�T � v

10 Âûïóêëûå ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëû. Òåîðåìû î ëîêàëüíîì ìèíèìèìóìå, î
ìíîæåñòâå Ëåáåãà, î êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè. Ïðè-
ìåðû

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U P H íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè @u, v P U, @α P r0, 1s : αu� p1� αqv P U .
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Jpuq íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì íà âûïóêëîì U , åñëè @u, v P U, @α P r0, 1s :
Jpαu� p1� αqvq   αJpuq � p1� αqJpvq.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Jpuq íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì íà âûïóêëîì U ñ êîíñòàíòîé æ ¡ 0, åñëè

@u, v P U, @α P r0, 1s : Jpαu� p1� αqvq ¤ αJpuq � p1� αqJpvq � æ

2
αp1� αq}u� v}2.

Ïðèìåð. Ôóíêöèîíàë Jpuq � }Au� f} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ñâîéñòâà ñòðîãîé âûïóêëîñòè:

1. J1puq, J2puq - ñòðîãî âûïóêëû íà U è α1, α2 ¡ 0 ñ α1J1puq � α2J2puq ñòðîãî âûïóëûé íà U .

2. J1puq - ñòðîãî âûïóêëûé, J2puq - âûïóêëûé íà U ñ J1puq � J2puq - ñòðîãî âûïóêëûé íà U .

Òåîðåìà. (î ëîêàëüíîì ìèíèìóìå)
Jpuq - âûïóêëûé íà U ñ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà - òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Òåîðåìà. (î ìíîæåñòâå Ëåáåãà)
Jpuq - âûïóêëûé íà U ñ ìíîæåñòâî Lc � tu P U |Jpuq ¤ cu -âûïóêëî @c P R.

Îáðàòíîå íåâåðíî ò.ê. Jpuq � u3, u P R, Lc � p�8, 3
?
cs

Ëåììà. Ïóñòü U - âûïóêëîå, Jpuq - âûïóêëûé íà U , òîãäà U� - âûïóêëîå.

Ëåììà. Ïóñòü U - âûïóêëîå, Jpuq - ñòðîãî âûïóêëûé íà U , òîãäà U� ñîäåðæèò îäíó òî÷êó èëè U� � H.

4



Ïðèìåð. U� � H:

1. Jpuq � u, u P Rñ J� � �8, U� � H.

2. Jpuq � e�u, u P Rñ J� � 0, U� � H.

Òåîðåìà. (î êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè)
Ïóñòü U - âûïóêëîå, Jpuq ñèëüíî âûïóêëûé íà U c æ ¡ 0 è â òî÷êå v DJ 1pvq ñ Jpuq ¥ Jpvq � pJ 1pvq, u� vq �
æ

2
}u� v}2,@u P H.

Òåîðåìà. (êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè)
Ïóñòü U - âûïóêëîå, Jpuq âûïóêëûé íà U è DJ 1pu�q ñ u� P U� ô âûïîëíåíî pJ 1pu�q, u� u�q ¥ 0,@u P U .
Ïðèìåð. Ðåøèòü óðàâíåíèå Au � f , A P LpH Ñ Hq, A � A�. Ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèçàöèè ôóíêöèîíàëà
Jpuq � pAu, uq � 2pu, fq Ñ min. J 1pu�q � 0, pA�A�qu� � 2f ñ Au� � f

11 Êðèòåðèé âûïóêëîñòè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ. Âûïóêëîñòü êâàäðòè÷íîãî
ôóíêöèîíàëà

Òåîðåìà. (êðèòåðèé âûïóêëîñòè)
Ïóñòü U - âûïóêëîå, Jpuq P C1pUq, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

1. Jpuq âûïóêëûé
2. Jpuq ¡ Jpvq � pJ 1pvq, u� vq,@u, v P U
3. pJ 1puq � J 1pvq, u� vq ¥ 0,@u, v P U
Âûïóêëîñòü êâàäðàòè÷íîãî äîêàçàíà â ïåðâîì áèëåòå.

12 Ñèëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëû, èõ ñâîéñòâà. Êðèòåðèè ñèëüíîé
âûïóêëîñòè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Jpuq íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì íà âûïóêëîì U ñ êîíñòàíòîé æ ¡ 0, åñëè

@u, v P U, @α P r0, 1s : Jpαu� p1� αqvq ¤ αJpuq � p1� αqJpvq � æ

2
αp1� αq}u� v}2.

Ñâîéñòâà ñèëüíî âûïóêëîñòè:

1. J1puq, J2puq - ñèëüíî âûïóêëû íà U è α1, α2 ¡ 0 ñ α1J1puq � α2J2puq ñèëüíî âûïóëûé íà U .

2. J1puq - ñèëüíî âûïóêëûé, J2puq - âûïóêëûé íà U ñ J1puq � J2puq - ñèëüíî âûïóêëûé íà U .

Òåîðåìà. (êðèòåðèé ñèëüíîé âûïóêëîñòè)
Ïóñòü U - âûïóêëî, J P C1pUq, òîãäà Jpuq ñèëüíî âûïóêëûé íà U ñ êîíñòàíòîé æ ¡ 0ô pJ 1puq�J 1pvq, u�vq ¥
æ}u� v}2,@u, v P U .
Òåîðåìà. (âòîðîé êðèòåðèé ñèëüíîé âûïóêëîñòè)
Ïóñòü U - âûïóêëî, J P C2pUq, intU � H, òîãäà Jpuq ñèëüíî âûïóêëûé íà U ñ êîíñòàíòîé æ ¡ 0 ô
pJ2puqh, hq ¥ æ}h},@u P U, h P H.

Ïðèìåð. Jpuq � }u}2, J 1puq � 2u, J2puq � 2I, pJ2puqh, hq � 2}h}2 ¥ æ}h}2 ñ æ � 2

Ïðèìåð. Jpuq � x2 � 2xy � y2 � z2, u P R3.

J2puq �
�
�2, 2, 0
2, 2, 0
0, 0, 2

�



Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: λ1 � 0, λ2 � 2, λ3 � 4. Ïî êðèòåðèþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäëåííûõ ìàòðèö,
âñå ñ.ç. íåîòðèöàòåëüíû, çíà÷èò ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíà îïðåäåëåíà: pJ2puqh, hq ¥ 0. Íî Jpuq íå ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî âûïóêëûì ò.ê. ïðè λ1 çíà÷åíèå ðîâíî 0.

13 Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ

Òåîðåìà. Ïóñòü U - âûïóêëîå, çàìêíóòîå, Jpuq ñèëüíî âûïóêëûé íà U ñ æ ¡ 0 è ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó íà
U , òîãäà

1. J� ¡ �8
2. U� � tu�u � H

3. @u P U :
æ

2
}u� u�}2 ¤ Jpuq � Jpu�q
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14 Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, å¼ ñâîéñòâà. Ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü U � H. Ïðîåêöèåé ýëåìåíòà u P H íà ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ w P U : }w � u} �
inf
vPU

}v � u}

Òåîðåìà. (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü è ñâîéñòâà ïðîåêöèè)
Ïóñòü U - âûïóêëîå è çàìêíóòîå, òîãäà

1. @u P H D!w � Puu.

2. w � Puuô pw � u, v � wq ¥ 0,@v P U .
Òåîðåìà. (î íåñòðîãîé ñæèìàåìîñòè)
Ïóñòü U - âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîåæñòâî ñ @u, v P H }Puu� Puv} ¤ }u� v}.

Ïðèìåð. U � BRp0q, u P H,w � Puu, w �
$&
%
u, u P U
u

}u}R, u R U
. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî: ññëè u P U òî î÷åâèäíî,

ïóñòü u R U , òîãäà p u}u}R�u, v�
u

}u}Rq �
�
R

}u} � 1



pu, v� u

}u}Rq. Ïåðâîå ñëàãàåìîå íåïîëîæèòåëüíî, âòîðîå

òîæå ò.ê. }v} ¤ R. Ïîýòîìó óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåð. U � tu P L2pa, bq|αptq ¤ uptq ¤ βptq, αptq, βptq P L2pa, bqu, }uptq � hptq}2L2
�

b³
a

|uptq � hptq|2dtÑ inf

PUh �

$'&
'%
hptq, αptq ¤ hptq ¤ βptq
βptq, βptq ¤ hptq
αptq, hptq ¤ αptq

15 Ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà. Èõ ñõîäèìîñòü

Ðåøàåì çàäà÷ó Jpuq Ñ inf â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìíîãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ óêëàäûâàþòñÿ â èòåðàöèîí-
íóþ ñõåìó:

uk�1 � uk � αkpk (1)

u0 - çàäàíî, αk - øàã, pk - ïîïðàâëåíèå øàãà.

1. pk � �J 1pukq - íàèñêîðåéøåå ëîêàëüíîå óáûâàíèå
2. αk ìîæíî âûáèðàòü íàïðèìåð òàê: αk P pArgminαPRJpuk � αpkqq
3. u0 õî÷åòñÿ âûáðàòü êàê ìîæíî áëèæå ê u�.

4. Ïðàâèëî îñòàíîâà:

(a) ìàëîñòü ãðàäèåíòà }J 1pukq} ¤ ε -ñòðîãèé

(b)
}uk�1 � uk}

}uk} ¤ ε -ñëàáûé

(c)
|Jpuk�1q � Jpukq|

|Jpukq| ¤ ε - ñàìûé ñëàáûé

Ãðàäèåíòíûé ìåòîä

Åãî èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü ê çàäà÷àì âèäà Jpuq Ñ inf, u P U � H, Jpuq P C1pHq
Ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ uk�1 � uk � αkJ

1pukq, αk ¡ 0, k � 0, 1, 2, . . . Âûáîð äëèíû øàãà
ìîæíî äåëàòü ïî-ðàçíîìó:

1. êîíñòàíòíûé øàã (ïðîáëåìû: çàöèêëèâàíèå, ïåðåñêîê)

2. ìåòîä äðîáëåíèÿ: ñíà÷àëà çàäàåì α�á ïîòîì αk � α�
2m

, m � 0, 1, 2, . . . . Íà êàæäîì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ áóäåò

ëè Jpuk � α�
2m

J 1pukqq   Jpukq è â êà÷åñòâå m áåðåòñÿ ïåðâûé, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî.

3. ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà: âûáèðàåì α äëÿ îïòèìàëüíîãî óáûâàíèÿ.

Ïðèìåð. Jpuq � 1

2
x2 � 1

4
y4 � 1

2
y2 Ñ inf, u P R2. Î÷åâèäíî, ÷òî J� � �1

4
, U� � tp0, 1q, p0,�1qu. Ðåøèì ñ

ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà: J 1puq � px, y3 � yq
u0 � p1,�1q, αk � 1

2
. J 1pu0q � p1, 0q u1 � p1

2
,�1q, u2 � p1

4
,�1q, . . . , uk � p2�k,�1q.
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Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà

Îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî òåïåðü èùåì îïòèìóì íå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, à íà U � H. Òîãäà â êàêîé-òî ìîìåíò
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà â òî÷êå, íå ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòó U íåîïðåäåëåíî. Èñïðàâëÿåì òàê:
uk�1 � Pupuk � αkJ

1pukqq, αk ¡ 0, k � 0, 1, 2, . . . .

Òåîðåìà. (î ñõîäèìîñò ÌÏÃ)
Ïóñòü U - âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç H è Jpuq P C1pUq è ãðàäèåíò Jpuq óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L ¡ 0 íà U . Ïóñòü Jpuq ñèëüíî âûïóêëûé íà U ñ êîíñòàíòîé æ ¡ 0 è êîýôôèöèåíòû

αk � α P p0, 2æ
L2

q. Òîãäà ïðè @ íà÷àëüíîì óñëîâèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u� è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà: }uk � u�} ¤ qk}u0 � u�}, q �
?
1� 2æα� α2L2

Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà

αk � Argminα¥0Jpuk � αJ 1pukqq.
Ïðèìåð. Jpuq � }u}2, J 1puq � 2u. Ïóñòü u0 P H, òîãäà u1 � u0 � αJ 1pu0q � u0 � 2αu0 � p1 � 2αqu0.

Jpu0 � αJ 1pu0qq � }p1� 2αqu0q}2 � p1� 2αq2}u0}2 ñ α0 � 1

2

16 Ìåòîä Íüþòîíà. Åãî ñõîäèìîñòü

Ðåøåíèå çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè: Jpuq Ñ infuPU , U � H.
Èäåÿ: Ïóñòü óæå èçâåñòíî k-îå ïðèáëèæåíèå uk P U . Áåðåì êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ Jpuq � Jpukq �
Jkpuq � op}u � uk}2q, ãäå Jkpuq � pJ 1pukq, u � ukq � 1

2
pJ2pukqpu � ukq, u � ukq, u P U . È âû÷èñëÿåì uk�1 �

ArgminuPUJkpuq
Òåîðåìà. (Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà)
Ïóñòü U - âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, intU � H, Jpuq ñèëüíî âûïóêëà ñ êîíñòàíòîé æ ¡ 0 íà U ,
Jpuq P C2pUq, J2puq óäîâëåòâîðÿåò íà U óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L ¡ 0. Ïóñòü íà÷àëüíîå ïðèáëè-

æåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ }u0 � u�}   2æ

L
, u� -ðåøåíèå çàäà÷è . Òîãäà ìåòîäà Íüþòîíà ïîðîæäàåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tuku : }uk � u�} ¤ 2æ

L
q2

k

, q � L}u0 � u�}
2æ

  1

17 Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Â ïðåäûäóùèõ ìåòîäîâ íàì òðåáîâàëîñü âû÷èñëÿòü ãðàäèåíò è ãåññèàí ôóíêöèîíàëà, íî çà÷àñòóþ ôóíêöèîíàë
íå îáëàäàåò íóæíîé ãëàäêîñòüþ. Ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä äëÿ çàäà÷å ìèíèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé â êîíå÷íî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Jpuq Ñ infuPRn . teiui�ni�1 - áàçèñ. Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ áåñêîíå÷íûé áàçèñ,
ïîýòîì äîîïðåäåëèì p0 � e1, p1 � e2, . . . , pn�1 � en, pn � e1, . . . , p2n�1 � en, . . . (öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ).
Ïåðåä çàïóñêîì ìåòîäà âûáèðàåì u0 P Rn, ñòàðòîâûé øàã α0 ¡ 0 è êîýôôèöèåíò äðîáëåíèÿ øàãà λ P p0, 1q.
Ïóñòü íàéäåíî k-å ïðèáëèæåíèå uk è òåêóùåå çíà÷åíèå øàãà αk ¡ 0. Íàéäåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå. Âû÷èñ-
ëèì u � uk � αkpk

1. Åñëè Jpuk � αkpkq   Jpukq, òî uk�1 � uk � αkpk, αk�1 � αk è ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ ñî ñëåäóþùèì ïî
ïîðÿäêó áàçèñíûì íàïðàâëåíèåì pk�1.

2. Åñëè Jpuk � αkpkq   Jpukq, òî uk�1 � uk � αkpk, αk�1 � αk è ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ ñî ñëåäóþùèì ïî
ïîðÿäêó áàçèñíûì íàïðàâëåíèåì pk�1. Áóäåì íàçûâàòü k� 1-óþ èòåðàöèþ óäà÷íîé, åñëè ïåðåõîä îò uk ê
uk�1 ïðîèçîø¼ë ïî ýòîìó èëè ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

3. Åñëè Jpuk�αkpkq ¥ Jpukq, òî èòåðàöèÿ íåóäà÷íàÿ. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé âåä¼òñÿ ïîäñ÷¼ò ÷èñëà íåóäà÷-
íûõ èòåðàöèé, ñëó÷èâøèõñÿ ïîäðÿä. Åñëè èõ ÷èñëî âìåñòå ñ òåêóùåé íå äîñòèãëî n, òî ïîëàãàþò uk�1 � uk,
αk�1 � αk è ïåðåõîäÿò ê ñëåäóþùåìó áàçèñíîìó íàïðàâëåíèþ. Èíà÷å ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå øàãà αk ñ
êîýôôèöèåíòîì λ : αk�1 � λαk.

Òåîðåìà. (î ñõîäèìîñòè ÌÏÑ)
Ïóñòü Jpuq âûïóêëûé, Jpuq P C1pRnq, u0 -íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ìíîæåñòâî ËåáåãàMJpu0q � tu P Rn|Jpuq ¤
Jpu0qu îãðàíè÷åííî. Òîãäà lim

kÑ8
Jpukq � J�, lim

kÑ8
ρpuk, u�q � 0.

Ïðèìåð. J P C1pRnq - ñóùåñòâåííî. Jpuq � px�1q2�py�1q2�2|x�y|�2. J� � �2, U� � tp1, 1qu. Ôóíêöèîíàë
íå äèôôåðåíöèðóåì â x � y. Ïóñòü u0 � p0, 0q, òîãäà âñå uk � p0, 0q. Âñå øàãè íåóäà÷íûå.

18 Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé è åãî ñõîäèìîñòü

Ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé. Íàðóøàÿ ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïîëó÷àåì "øòðà-
ôû".
H - ãèëüáðåòîâî, Jpuq Ñ infuPU , U � H, U � tu P U0|g1puq ¤ 0, . . . , gmpuq ¤ 0, gm�1puq � 0, . . . gm�spuq � 0u
Ôóíêöèè gj êàê ðàç çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ. Íåñòðóêòóðèðîâàííûå îãðàíè÷åíèÿ, çàäàûâàåìûå ìíîæåñòâîì U0
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ñ÷èòàåì "òåðïèìûìè"è îáÿçóåìñÿ èõ íå íàðóøàòü.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíè èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàí¼ííûõ øòðàôîâ: çà íàðóøåíèå íåðàâåíñòâ áóäåì ïðèìåíÿòü
èíäèâèäóàëüíûå øòðàôû òèïà ñðåçêè: g�i puq � max pgipuq, 0q. Çà íàðóøåíèÿ ðàâåíñòâ áóäåòì èñïëüçîâàòü ìî-

äóëè g�i � |gipuq|. Èç èíäèâèäóàëüíûõ øòðàôîâ ñîáèðàåòñÿ îáùèé P puq �
m�s°
i�1

pg�i puqqPi , Pi ¥ 1, i � 1,m� s

Ñâîéñòâà øòðàôîâ:

1. P puq ¥ 0

2. u P U ô
#
u P U0

P puq � 0
ô
#
u P U0

g�i puq � 0, i � 1,m� s

Îáùèé øòðàô äîáàâëÿåòñÿ ê èñõîäíîìó ôóíêöèîíàëó Jpuq è ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Φkpuq � Jpuq �AkP puq Ñ inf
uPU0

Çàäà÷à íà òåðïèìîì ìíîæåñòâå. Φk� � inf
uPU0

Φkpuq ¤ Φkpukq ¤ Φk� � εk, εk ¡ 0.

Îïðåäåëåíèå. tPkpuqu - øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà U íà ìíîæåñòâå U0, åñëè

1. Pkpuq îïðåäåëåíà íà U0 è íåîòðèöàòåëüíà íà U0

2. lim
kÑ8

Pkpuq �
#
0, u P U
�8, u P U0zU

Òåîðåìà. (Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ÌØÔ)
Ïóñòü H-ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî U0 � H ñëàáî çàìêíóò â H, èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ Jpuq è
âñå èíäèâèäóàëüíûå øòðàôû g�i puq ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U0. Ïóñòü òàêæå íèæíÿÿ ãðàíü Jpuq
íà U0 êîíå÷íà, à δ - ðàñøèðåíèå Upδq � tu P U0|g�i puq ¤ δ, i � 1,m� su äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà U ïðè
íåêîòîðîì δ îãðàíè÷åííî â H. Òîãäà åñëè Ak Ñ �8 è εk Ñ 0, òî äëÿ ýëåìåíòîâ uk èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
ïî ôóíêöèîíàëó Jpukq Ñ J�, à ó ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tuku8k�1 èìååòñÿ ñëàáûé â H ïðåäëüíûå òî÷êè,
ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ ïðèíàäëåæèò U�.

Ïðèìåð. Jpuq � x2 � xy � y2 Ñ inf, U � tu P R2|x� y � 2u, J� � 3, u� � p1, 1q.
Φkpuq � Jpuq �AkP puq � x2 � xy � y2 � kp|x� y � 2q2, k P N.

Φ1kpuq � 0ñ
�
2x� y � 2kpx� y � 2q
x� 2y � 2kpx� y � 2q



�
�
0
0




uk � pxk, ykq : xk � yk � 4k

3� 4k
Ñ 1 u� � p1, 1q.

19 Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Òà æå çàäà÷à, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà Lpu, λq � λ0Jpuq �
s°
i�1

λjgjpuq, u P U0, λ � pλ0, . . . , λsq, λj ¥ 0.

Òåîðåìà. (Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà)
Ïóñòü U0 - âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, u� P U - òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà Jpuq. gipuq - íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè u�.Òîãäà Dλ� � pλ�0 , . . . , λ�s q :, λ� � 0. λj ¥ 0, j � 0,m. pdL

du
pu�, λ�q, u� u�q ¥

0,@u P U0, λ
�
j gjpu�q � 0, j � 1,m. L - âûïóêëà ïî u. Òîãäà u� P Agrmin uPU0

Lpu, λ�q

20 Òåîðåìà Êóíà-Òàêåðà

Çàäà÷à êàê â ïðåäûäóùåì áèëåòå.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà Lpu, λq � λ0Jpuq �
s°
i�1

λjgjpuq, u P U0, λ � pλ0, . . . , λsq, λj ¥ 0. È âîçüì¼ì λ0 � 1.

Λ0 � tλ � pλ1, . . . , λsq|λ1 ¥ 0, . . . , λm ¥ 0u
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êó pu�, λ�q P U0 � Λ0 íàçûâàþò ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà, åñëè Lpu�, λq ¤
Lpu�, λ�q ¤ Lpu, λ�q, @u P U0,@λ P Λ0.

Òåîðåìà. (äîñòàòî÷íîå óñëîèâå îïòèìàëüíîñòè)
Ïóñòü ôóíêöèè Jpuq, gipuq, i � 1, s îïðåäåëåíû è êîíå÷íû íà U0. Ïóñòü pu�, λ�q - ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè
Lpu, λq. Òîãäà u� P U�, Jpu�q � J� � Lpu�, λ�q.
Òåîðåìà. (Êóíà-Òàêåðà)
Ïóñòü U0 - âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn. Ïóñòü â ôóíêöèè Ëàãðàíæà U � tu P U0|g1puq ¤
0, . . . , gmpuq ¤ 0u. Ôóíêöèè Jpuq, gipuq, i � 1,m -âûïóêëû íà U0, J� ¡ �8, U� � H. Ïóñòü Du P U : g1puq  
0, . . . , gmpuq   0 (óñëîâèå ñëåéòåðà). Òîãäà @u� P U� Dλ� P Λ0 � tλ P Rm|λ1 ¥ 0, . . . , λm ¥ 0u � Rm� , òàêàêÿ,
÷òî ïàðà pu�, λ�q -ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
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21 Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à. Å¼ ñâîéñòâà

Ðåøàåì çàäà÷ó Jpuq Ñ infuPU , U � H, U � tu P U0|g1puq ¤ 0, . . . , gmpuq ¤ 0, gm�1puq � 0, . . . gm�spuq � 0u. Ðàíåå
áûëà ñôîðìóëèðîâàííî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè.
Ââåä¼ì ôóíêöèþ χpuq � sup

λPΛ0

Lpu, λq, u P U0. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó χpuq Ñ inf
uPU0

. Ýòà çàäà÷à ýêâèâà-

ëåíòíà èñõîäíîé è χ� � inf
U0

χpuq � inf
U
Jpuq � J�

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:
ψpλq � inf

uPU0

Lpu, λq, λ P Λ0

ψpλq Ñ sup
Λ0

îáîçíà÷èì ψ� � sup
Λ0

ψpλq,Λ� � tλ P Λ0|ψpλq � ψ�u

Ëåììà. Âñåãäà âåðíî íåðàâåíñòâî ψpλq ¤ ψ� ¤ χ� � J� ¤ χpuq,@u P U0,@λ P Λ0

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ψ� � χ�, U� � H, Λ0 � H íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
Lpu, λq èìåëà ñåäëî. Ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê tpu�, λ�qu � U� � λ�

22 Êàíîíè÷åñêàÿ è îáùàÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èõ ýêâèâàëåíò-
íîñòü

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:
pc, uq Ñ inf

U
, U � tu P Rn|A1u ¤ b1, A2u � b2u - âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.

Êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à:
pc, uq Ñ inf

U
, U � tu P Rn|Au � bu - êàíîíè÷åñêèé ìíîãîãðàííèê.

Ýòè çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà v íàçûâàåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà U , åñëè ïðåäñòàâëåíèå v � αv1�p1�αqv2, α P
p0, 1q äëÿ @v1, v2 P U âîçìîæíî òîëüêî åñëè v1 � v2, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà,
ïðèíàäëåæàùåãî U

23 Êðèòåðèé óãëîâîé òî÷êè â êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà v íàçûâàåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà U , åñëè ïðåäñòàâëåíèå v � αv1�p1�αqv2, α P
p0, 1q äëÿ @v1, v2 P U âîçìîæíî òîëüêî åñëè v1 � v2, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà,
ïðèíàäëåæàùåãî U

Òåîðåìà. (Êðèòåðèé óãëîâîé òî÷êè êàíîíè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà)
Ïóñòü U - êàíîíè÷åñêèé ìíîãîãðàííèê, òîãäà v - óãëîâàÿ òî÷êà ô

1. D Bpvq � tj1, . . . , jru � 1, n, r � rangA : Aj1vj1 � � � � �Ajrvjr � b

2. tAjutj P Bpvqu - ëèíåéíî íåçàâèñèìû
3. vj � 0, j R Bpvq.

Åñëè âñå ïîëó÷åííûå êîîðäèíàòû vij ¡ 0, òî ýòî âûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ òî÷êà.

Ïðèìåð. Íàéòè óãëîâóþ òî÷êó U � tu � pu1, . . . , unq ¥ 0 : u1 � u2 � 3u3 � u4 � 3, u1 � u2 � u3 � 2u4 � 1u.
Ïîëó÷àåì ìàòðèöó A �

�
1 1 3 1
1 �1 1 2



, b �

�
3
1



. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí 2. Íóæíî ïåðåáðàòü 6 âàðèàíòîâ:

1. B � t1, 2u A1, A2 - ëíç, v íóæíî èñêàòü â âèäå p�, �, 0, 0q Òàêèì îáðçàîì

�
1 1
1 �1



v � b. Îòñþäà v �

p2, 1, 0, 0q

2. B � t1, 3u A1, A3 - ëíç, v íóæíî èñêàòü â âèäå p�, 0, �, 0q Òàêèì îáðçàîì

�
1 3
1 1



v � b. Îòñþäà v �

p0, 0, 1, 0q

3. B � t1, 4u A1, A4 - ëíç, v íóæíî èñêàòü â âèäå p�, 0, 0, �q Òàêèì îáðçàîì

�
1 1
1 2



v � b. Îòñþäà v �

p5, 0, 0,�2q. Íå ïîäõîäèò, âñå êîîðäèíàòû äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû.

4. v � p0, 0, 1, 0q
5. v � p0, 5

3
, 0, 4

3
q

6. v � p0, 0, 1, 0q
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24 Ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è ËÏ

Ïðèâåäåííàÿ ôîðìà ê óãëîâîé òî÷êå êàíîíè÷åññêîé çàäà÷è ËÏ.
Ïóñòü U � è íàì óæå èçâåñòíà îäíà óãëîâàÿ òî÷êà v,Bpvq � pj1, . . . , jrq, Cpvq � pAj1 , . . . , Ajr q. Íàøà áëèæàéøàÿ
öåëü ïåðåéòè îò òåêóùåé óãëîâîé òî÷êè ê ñëåäóþùåé. Ýòî è áóäåò 1 øàã ñèìïëåêñ ìåòîäà. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ïåðåéòè ê ïðèâåäåííîé ôîðìå çàäà÷è ËÏ.

v �
�
�vj1. . .
vjr

�

, u �

�
�uj1. . .
ujr

�

, c �

�
�cj1. . .
cjr

�

 Òîãäà ïî êðèòåðèþ óãëîâîé òî÷êè

m�r°
i�1

Ajivji � Bv � b ñ v � B�1b ¥ 0

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó â âèäå
r°
i�1

Ajivji �
°

jPBpvq

Ajuj � Bu� °
jPBpvq

Ajuj Åñëè äîìíîæèòü ñëåâà íà

B�1pvq, òî u � °
jPBpvq

B�1pvqAjuj � B�1pvqb � v. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé Au � b. Òåïåðü

ïðåîáðàçóåì ôóíêöèîíàë Jpuq � pc, uq �
n°
i�1

cjuj � pu, cq � °
jRBpvq

cjuj � pc, v � °
jRBpvq

pB�1Ajqujq �
°

jRBpvq

cjuj �

pc, vq� °
jRBpvq

pc,B�1Ajquj�
°

jRBpvq

cjuj � pc, vq� °
jRBpvq

ppc,B�1Ajq�cjquj � Jpvq� °
jRBpvq

∆juj ,∆j � ppc,B�1Ajq�cjq

Îïèñàíèå îäíîãî øàãà ñèìïëåêñ-ìåòîäà

Ïîëîæèì uj � 0, j R B, j R k ñ Jpuq � Jpvq �∆kuk Ñ inf, uji � vji � ξikuk, i � 1, r
Óñëîâèå u ¥ 0 ñ uji ¥ 0, uk ¥ 0;uj � 0, j S B, j R k. Ìû õîòèì ïåðåéòè îò pv,Bpvqq ê íîâîé òî÷êå u � w çà
ñ÷¼ò âûáîðà òàêîãî uk, k R B, ÷òîáû íîâàÿ òî÷êàÿ èìåëà âèä w � twji � vji � ξik , i � 1, r, wk � uk, ;wj � 0, j R
Bpvq, j R ku P U .

1. ∆j � pc, ξjq � cj ¤ 0,@j R Bpvq ñ cj ¥ pc, ξjq,@j R Bpvq. Â ýòîì ñëó÷àå Jpuq � Jpvq � °
jRBpvq

∆juj ¥ Jpvq. Â
ýòîì ñëó÷àå Jpvq � J�, v P U� - ðåøåíèå çàäà÷è.

2. D∆k ¡ 0 ïðè íåêîòîðûõ k R B, ïðè÷åì ξk � B�1Ak ¤ 0þ Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âûáîðå uk ¡ 0 ïîëó÷àåì
Jpwq ¡ Jpvq Â ýòîì ñëó÷àå J� � �8.

3. D∆k ¡ 0 ïðè íåêîòîðûõ k R B è äëÿ êàæäîãî òàêîãî k íàéäåòñÿ íîðìå i P 1, . . . , r òàêîé, ÷òî ξik �
pB�1Akq ¡ 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Ikpvq � ti : i � 1, r, ξik ¡ 0u � H äëÿ âñåõ k R B, äëÿ
ëþáîãî ∆k ¡ a. A

25 Ñèìïëåêñ òàáëèöà: å¼ ïðåîáðàçîâàíèå íà îäíîì øàãå ñèìïëåêñ ìåòîäà

26 Ãðàäèåíò â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì

Jpuq �
T³
0

f0pxptq, uptq, tqdt� g0pxpT qq, xptq - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè 9xptq � fpxptq, uptq, tq, xp0q � x0.

Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, åñëè xptq � x0�
T³
0

fpxpτq, upτq, τqdτ ,
xpt;uq - òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëåíèþ u.

Èùåì ãðàäèåíò ïî îïðåäåëåíèþ: Jpu� hq � Jpuq � pJ 1puq, hq � op}h}q. Ðàáîòàåì â L2p0, T q.
Jpu� hq � Jpuq �

T³
0

pJ 1puqptq, hptqqRrdt� op}h}q

Òåîðåìà. (ñóùåñòâîâàíèå ãðàäèåíòà)
Ïóñòü f, f 1x, f

1
u, f

0, f0
x , f

0
u íåïðåðûâíû ïî px, u, tq íà Rn�Rr�r0, T s è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî (x,u)

íà ýòîì æå ìíîæåñòâå.Òîãäà ôóíêöèÿ Jpuq P C1pL2p0, T qq ïðè÷åì J 1puq � �BHBu |x�xpt;uq,u�uptq,ψ�ψpt;uq. H -

ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà H � Hpx, t, u, ψq � �f0px, u, tq � pψ, fpx, u, tqq, ãäå ψpt, uq - ðåøåíèå Çàäà÷è
Êîøè 9ψ � �BHBx , ψpT q � �Bg

0

Bx |x�xpT ;uq

27 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâî-
áîäíûì ïðàâûì êîíöîì

Jpuq �
T³
0

f0pqxptq, uptq, tqdt � g0pxpT qq, xptq - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè 9xptq � fpxptq, uptq, tq, xp0q � x0. Çàäà÷à

Jpuq Ñ inf
U � tu P L2p0, T q|uptq P V � R2, ï.â. t P p0, T qu - ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå
Îïðåäåëåíèå. u P U íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì, åñëè Jpuq � J� � inf

uPU
Jpuq. Ôóíêöèÿ x � xptq �

xpt;uq íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíéî òðàåêòîðèåé.
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Òåîðåìà. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà)
Ïóñòü f, f 1x, f

0, f0
x , g

0, g0x íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, pxptq, uptqq - îïòèìàëüíàÿ ïàðà (îïòèìàëü-
íûé ïðîöåññ). Hpx, u, t, ψq � �f0px, u, tq � pψ, fpx, u, tqq - ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà. ψptq - ðåøåíèå
ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû 9ψ � �BHBx , ψpT q � �Bg

0

Bx |x�xpT ;uq. Òîãäà Hpxptq, uptq, t, ψptqq � max
vPU

Hpxptq, v, t, ψptqq ï.â.
íà p0, T q.
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